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NEwTON A CALCULUS

Newtonovy spisy

Matematika |[“Mechanika | Optika [ Alchymie | Teologie |

Détstvi

Isaac Newton se narodil na statku ve Woolsthorpe koncem r. 1642. Krétce piedtim
zemiel jeho déd i otec. Jako novorozenec byl slaby a rodina pochybovala, Ze zistane
nazivu.

Statek moc nevynéSel a Isaacova matka se po 2 letech provdala za pastora z blizké
vesnice. Maého Newtona ponechala na vychovu babiéce. Do 12 let chodil do vesnické
Skoly, potom chodil 4 roky do King's School v Granthamu. Nijak nevynikal a zdao se,
Ze asi bude — v tradici svych predki — nebohatym statkarem. R. 1656 matka znovu
ovdovéla a s3 détmi z druhého manZelstvi se vrétila zpét na statek, ktery se snazila
zvelebit. Isaacavzalav 16 |letech ze Skoly, aby ji na statku poméhal. Newton viak mél o
spravu a hospodaieni statku pramaly zgjem.

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Mapa jihovychodni Anglie s hlavnimi misty Newtonova aktivniho Zivota.

Kdyz chodil do skoly v Granthamu, bydlel u lékéarnika Clarka, jehoz bratr byl
ucitelem matematiky. Tam mél piistup ke kniham, které ho velmi zaujaly. Po 2 letech
matka své Usili piimét Newtona k préci na statku vzdala a v roce 1660 je Newton zase
ve skole v Granthamu a piipravuje se na universitu. Hlavnim predmétem byla latina,
mozné zvl&dl néco ztectiny a hebrg&tiny. Dale bylo treba znéd teologii, logiku,
gramatiku. Z matematiky se jen povrchné seznamil sEuklidovymi Z&klady. Na jaie

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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1661 prichazi Newton do Cambridge na Trinity College. Je zde jako sizar, tj. student,
ktery s sviij pobyt na koleji odpracovavéa posluhovanim pri jidle, popr. starSim ¢lenim
kolge.

Vzdeélani

V prvnich cambridgeskych letech se velmi intenzivné a koncentrované zabyval
matematikou, mechanikou a optikou. Musel prekondvat velké obtiZze, protoze
matematickd studia za¢al Descartem a ten pii vykladu analytické geometrie vyZadoval
hodn¢ algebraickych a geometrickych znalosti. Vypadé to tak, Ze v prvnich dvou letech
v Cambridgi nemél Newton nikoho, kdo by jg pii studiu matematiky a fyziky
systematicky ved!.

Situace se zmenila v r. 1663, kdy vznikla Lucasovska katedra na zakladé soukromé
nadace Henryho Lucase (1610-1663). Prvnim vedoucim katedry byl Isaac Barrow
(1630-1677), ktery prinesl do cambridgeské vyuky novou védu. Nestudoval jen britské
autory. Predtim 4 roky cestoval po Evrope, seznamil se sdily evropskych ucenci a
neékteré znal osobné. Znal vysledky italské skoly Galileiho i francouzskeé védy. Barrow
vydaval fecké antické knihy, nebot’ v nich byla zachycena logicka struktura a filosofie
matematiky. Napi. Euklidovy Z&klady byly vrcholem axiomatické vystavby geometrie.
Druhou oblasti bylo Archimedovo dilo, které exaktné zviadlo nekteré problémy
z nyng&jSi matematickeé analyzy (vypocty integralt, tedy objema a ploch).

Barrow sezndmil Newtona i s matematikou na kontinent¢, kde zeména ve Francii
uzrala ptida pro zavedeni infinitesiménich metod do matematiky. B. Pascal (1623-1662),
kterého zndme z mechaniky tekutin, jako vyndezce prvniho mechanického pocitaciho
stroje, z binomické véty, binomickych koeficienti a jako jednoho ze zakladateli teorie
pravdépodobnosti, zavedl tzv. charakteristicky trojuhelnik (Dx, Dy, Ds). P. Fermat,
(1601-1665), jg uzival také. Pomoci n¢ho se konstruuje te¢na ke kiivce. Fermat napsal r.
1637 pojednani “Methodus ad Disquirendam Maximam et Minimam® (Metoda nal ezeni
maxim aminim).

Barrow také ovlivnil Newtona svym uprednostiiovanim syntetické geometrie, coz se
projevilo trvalym pouzivanim geometrie a geometrickych schémat i tam, kde se dnes
pouzivaji vzorce. Velky vliv na Newtonovo mySeni mély také Wallisovy préace,
zeiména Arithmetica infinitorum (1655) (John Wallis (1616-1673) byl profesorem
v Oxfordu).

Newton v roce 1665 (ve véku 23 let) uz zvliadal metody svych soucasniku a doved
je aplikovat. To se tyk& tieba metody vypoctu derivaci agebraickych funkci, kterou
pouzival Fermat adalsi. Umel také pocitat integraly.

Newton vytvoril z jednotlivych samostatnych metod jinych autort jednotny systém,
calculus fluxi a fluent. Nebyl vSak sam — v Némecku pracoval na stefném poli neméné
vyznamny Wilhelm Gottfried Leibniz (1646-1716).

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Fluxe a fluenty
Vypocet fluxe ¢ili derivace ukéZzeme nafunkci f(xX)=cx",n=1,2, ... Proot0je
n O, Nn-1 O,N-2.2 n n
o) 109 _ o Gero) - DO P B Torfag ot e rel - x
0 ) 0
o[nx”'1+§21%x”'20 +..+0™M

=c =c[mx" 1 +@8%M 25 4+ +0™1.
0 25

Nyni se polozi o = 0 a dostane se

b =(x) =cnx
Takto se snadno ur¢i i fluxe polynomu jakozto linearni kombinace mocnin.
S obecnou mocninou uZ to jde hite a je tieba zné obecny binomicky rozvo;

(1+u)?=1+ gﬁ‘gu +§gu2 +§%gu3 +...=1+au+ a(a-1) u¥2+a(a-1) (a-2) u’6 + ...

Vpravo se vytvari nekonecna rada a méla by se analyzovat jegi konvergence. To vak
nyni obejdeme predpokladem, Ze vSechno je OK axt 0. Pak jako predtim dostaneme

Fxr0)- 109 _ o 053001 BP9 T 010+ s (0107 - 1
0 0 0
20 WO DO
oo Roxp | éxg :
= o ece . =oxayg [1+0(...)] ® cad™.

Problém ovSem je, Ze ktomu, abychom mohli takto upravovat podil

f(XJrog'f(x), musime predpokladat, Zze 0 0. A kdyZ dostaneme f(XJrog'f(x) =

£ () + o[...], polozime o = 0. TakZe napred o velicing o predpokladame, Ze je
nenulova, pracujeme s ni, a az dostaneme vhodny vyraz, iekneme, Ze je nulova

To je ptingmenSim Spatné zduvodnéné a z hlediska logiky neptijatelné. Proto se
fluxe staly teréem ostré kritiky (ngjznaméjSim kritikem byl George Berkeley (1684-1753),
vyznamny predstavitel anglického empirismu).

PotiZ je v tom, Ze v té dob¢ nebyla definovana limita. Pfesnou definici limity podali
az kolem roku 1820 Bernard Bolzano (1781-1848), a Augustin L. Cauchy (1789-1853).
V dnesni dobé¢ definujeme derivaci funkce f v bodé x jako limitu

lim f(x+h)- f(x)_

h® 0 h
Tu muZzeme oznit tieba Df(x). Tim definujeme novou funkci, f°, a symbol D
vyjadiuje pritazeni f® f°. Muzemefici, Ze D je operéor derivovani. Rovnost Df(x) = f~
vede pii zadani f~ k obrécené Uloze: k zadané funkci g ngjit takovou funkci G, jgimz
derivovanim g vznikla. Tedy DG = g, neboli G = D™g.

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Funkci G se fika primitivni funkce nebo neurcity integral, v anglické literature se
oznatuje také vystizné jako antiderivative. Newton ji nazyva fluenta. V Newtonové
symbolice bychom tedy psali

¢ =g

V souwvidosti se vztahy mezi fluxemi a fluentami se vynorila fada novych uloh,
které vyZzadovaly nové metody. Tim vznikl infinitessmani pocet, calculus. Newton jg
objevil v letech 1665-1666, ale sam jg uvergnil aZ po roce 1704.

Podobnymi problémy se na
kontinenté v letech 1673-1676
zabyval G. W. Lebniz, ktery
v Lipsku za¢al r. 1680 vydavat
c¢asopis Acta Eruditorium.
V ném také r. 1684 na pouze 6
strankéch publikoval své pojeti
infinitesmalniho poctu  pod
nazvem "Nova metoda maxim
aminim...”.

Leibniz byl vyznamnym
tvarcem symboliky, ktera se
v matematickém vyjadiovani
ujala a pouziva dodnes. Misto
nekone¢né¢ malé veliciny o
zavedl dx, derivaci funkce f

oznadil jako f'; zaved! znak
X

O (prodiouzené S — summa) pro
integral, pojmy diferencidni a
integrdni  pocet  (calculus
differentialis et integralis) atd.

Je treba rici, Ze Newton byl orientovéan fyzikané, derivaci (fluxi) vnimal jako
rychlost zmény a formalismus ho priliS nezajimal. M¢él vyloZzenou nechut’ k publikaci
svych praci. Publikace totiZ otevira dvere kritice. Newtonovy préce kolovaly mezi jeho
prateli ve formé opisi. Newtonav infinitesimani pocet uvergnil az J. Wallis ve své
knizer. 1693.
Trvalé misto v matematice maji napi. nasledujici pojmy spojené se jménem Newton
(napt. [7]):

§ Newtonav interpolacni polynom,

§ Newtonova metoda numerického reSeni jedné avice rovnic,

§ Newtonav zakon v nauce o vedeni tepla Dg=-a(u—u,) Dt.

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Dal3i etapy Newtonova Zivota

V r. 1665 se stdva bakaarem. V tomto roce kvali morove epidemii odjel z Cambridge
zpét do rodného Woolsthorpu a zustal tam asi 2 roky. Béhem téchto 2 let si utridil
mnohé poznatky a vytvoril nové koncepce. Predné vytvoril systematickou nauku fluxi a
fluent. Druhou oblasti, v niZ se projevil jesté vyznamngji, byla mechanika. Presnéji, Slo
o praci na formulaci z&kladnich axiomt mechaniky a gravitacni zékon. V roce 1668
ziskava hodnost Master of Arts (magister).

Na universit¢ v Cambridge zustal dalSich 40 let. Na kolgji mél zgisten pobyt a
stravu a mohl védecky pracovat. V roce 1669 mu Barrow jako schopnéjsimu, podie jeho
vlastnich slov, uvolnil katedru. Newton r. 1669 piedal Barrowovi rukopis De analysi
per aequationes numero terminorum infinitas, v némz kratce shrnul teorii fluxi a fluent.

Na université Newton prednasel hlavné optiku. Zachovala se zprava, Ze Newtonovy
prednasky byly nudné, studenti jim nerozuméli a negednou se pry stalo, Ze Newton
piisel do prazdné poslucharny. PredndSky z optiky detailné popisovaly experimenty a
pristroje, podstatnou ¢ast tvorily vypoéty sdlounymi  geometrickymi dukazy.
Experimenty se tehdy posluchacim nepiedvadély a poznatky se predavaly jen
mluvenym a psanym slovem.

Newtonovy “Lectiones opticae* byly vyjimecné tim, Ze obsahovaly jeho vlastni
objevy. Jgich rukopis byl nekdy r. 1671 uloZen do archivu a prvni ¢ast byla otisténa
v anglickém piekladu az 1728, po Newtonové smrti. Newtonovy poznatky tykajici se
lomu, chromatickych vad ¢o¢ek, konstrukce dal ekohledu-reflektoru se Sitily opisy.

Koncem 1671 zasla Newton do Royal society svij dalekohled. Ten byl vysoce
ocenén a Newton byl piijat do Royal Society. V Unoru 1672 odevzda sekretéri této
spole¢nosti Oldenburgovi zpravu “Nova teorie svétla a barev”, kterd byla vzapéti
oti&téna ve Philosophical Transactions. Znamena zac¢atek nového stylu védeckych
publikaci, charakterizovaného stru¢nym a vécnym popisem pouze viastnich vysledku
autora.

Na druhé strané jeho prace vyvolala vinu kritiky a fadu ptipominek, které Newtona
znechutily. A mozna byly pricinou, pro¢ své dalsi vysledky nechtél publikovat. Pak se
v&ak dostdval do castych spori o prioritu objevi. Zndmé jsou spory svelmi
mnohostrannym Hookem, dale s Wrenem, Flamsteedem a dalSimi kolegy z Royal
Society. Pozdgji (30. 11. 1703, po smrti Hookové (3.3.1703)) se stal predsedou Royal
Society. Tuto funkci zastdval do konce Zivota a jejim prostiednictvim uplatiioval svij
vliv. Zapojil se také do politiky. V r. 1701 byl zvolen do parlamentu, krdovna Anna
Stuartovna ho 1706 pasovala pii navstévé Cambridge na rytife. Newton byl asi viibec
prvnim védcem, kterému se dostal o takového oficidniho uznani.

V této dob¢ se také rozhorel spor o prioritu objevu diferencidniho a integralniho
po¢tu mezi Newtonem a Leibnizem. Rozdil v charakterech obou objevitea
infinitesimal niho po¢tu ukazuji tyto priklady:

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Newtona ve snaze znehodnotit protivnikovu préaci nezastavila ani Leibnizova smrt
(14.11.1716). Naopak vyuziva toho, Ze Leibniz se uz nemuze branit, a da publikuje
argumenty proti nému.

Leibniz mél namitky proti filosofii Newtonova pritele Johna Locka, 1632-1704 a
mél v umyslu vydat je knizné. KdyZ ale Locke zemiel, Leibniz je nepublikoval.

Angli¢ané stranili Newtonovi a narody na kontinenté vétSinou Leibnizovi. Vyhody
Leibnizovy koncepce a symboliky se v&ak brzy projevily. Na Leibnizovy prace navazali
Bernoulliové, Euler a dalSi evropsti budovatelé infinitesmaniho poétu a vytvorili
matematickou analyzu, jak ji zndme dnes. Naproti tomu Newtonovo pojeti a symbolika
k dalSimu rozvoji neinspirovaly a jegich vyvoj ustrnul. V Anglii vznikly nové préce
v analyze aZ po prevzeti kontinentdni symboliky a metod.

Mechanika
Newtonovym negjznaméjSim a negjvyznamnéjSim dilem jsou Filosophiae naturalis
principia mathematica (Matematické principy filosofie prirody, dnes bychom iekli
mechaniky). Prvni jeho my3Slenky se zacaly rysovat v r. 1666 a vaze se k nim znama
anekdota o jablku spadlém Newtonovi na hlavu. Celé dilo (3 svazky) vy3o 1687.
V piredmluveé jsou 3 axiomy, s nimiz se studenti tradi¢né seznamuji na gymnaziu.
Axiomata sive leges motus:
Al. Corpus omne perseverare in statu suo quiscendi vel movendi uniformiter in
directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum suum mutare.
A2: Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundum
lineam rectam, qua visilla imprimitur.
A3: Actioni contrariam semper et equalem esse reactionem sive corporum diorum
actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.

Newton podle viastnich slov “stdl na ramenou obrd“. Jednim byl Galileo Galilei
(1564-1642), ktery studoval tiZi a prakticky znal oba prvni Newtonovy axiomy. Druhym
byl Christian Huyghens (1629-1695), “nejvétsi hodina®, ktery studoval kyvadlo a
odstiedivou silu. Tietim byl Johannes Kepler (1571-1630), zndmy piedevSim objevem tii
zakoni pohybu planet.

Z Keplerovych zékonu plyne gravitacni zakon (jak se uvadi v ucebnicich
mechaniky, napt. [6], str. 156-157)

F=-G™™ neho vektorovs Fip=—G 12 12

r122 r122 2

kde F1» je sila, kterou piitahuje hmota my hmotu my, ri, radiusvektor od tézisté hmoty
my kK t&Zisti hmoty my, rio/rix je jednotkovy vektor ve sméru ri; a G je gravitacni
konstanta, G = 6.673x10* m¥(kg s°). A obréacens, z gravitatniho zakona plynou
Keplerovy zakony. Za zakladatel e nebeské mechaniky by se tedy mél povazovat Kepler.
Kepler viak zustal u kinematiky a otdzku o velikosti pritazlivé sily si nepol oZil.

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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V souvidlosti se zavidosti pritaZlivé sily na vzdaenosti se vybavuje analogie mezi
intenzitou fyzikdniho pole a intenzitou svétla, které se z bodového zdroje Siti
prostorem. Kdybychom si intenzitu pole predstavili jako mnoZstvi primocarych paprska
z bodového zdroje prochazegjicich jednotkovou plochou, pak by jgich intenzita (plosna
hustota) ve vzddenosti r od zdroje byla samozigmé nepiimo Umérna r? (obrézek).
Umérnost hmotnosti se da chépat jako soucet sil, které pisobi na hmotné &astice
obsazené v télese. Pevné téleso je sloZeno z pevného poctu ¢astic a na né pusobi silova
intenzita klesgjici se ¢tvercem vzdaenosti.

const

Intenzita = 1(r) = A

\F\ = m><Const><i .
(2

Intenzita pole jako analogie intenzty svétla vyzaiovaného z bodového zdroje.

Druhy pohybovy z&kon se matematicky formuluje takto: silaje rovna ¢asové zmeéng
hybnosti, mv,

_d
= &(mv).

Zde F je sila, m hmotnost a vrychlost ¢ili derivace dréhy r podle ¢asu t, v :gtx.

MuzZeme rozliSovat dva piipady.
1. m konstantni, napi. hozeny kémen, projektil, meteorit, planeta Pro maé zmeny

2
radiusvektoru r (na povrchu Zemg) je d—z r(t) = ;v(t) = —g = const. Napt. Sikmy
at

2
vrh ve vakuu je pak popsan rovnici jzr(t) = — g spocaecnimi podminkami
t

r(0) =ro, v(0) =Vo. ReSenim je oblouk paraboly, jak se u¢i na stiednich Skolach.
2. mjepromeénne, napi. u raket, kdy tryskou proléta plyn konstantni rychlosti vp,. Podle

tietiho pohybového z&kona (akce a reakce) je zména hybnosti rakety
(m—Dm) Dv» mDv

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.



10

NEwTON A CALCULUS

rovna hmotnosti plynu pro3lého tryskou za jednotku ¢asu, tedy —Dm v, (Ubytek
hmotnosti rakety je Dm = vpr A Dt, kde r je hustota plynu a A je plocha prafezu
trysky), ti. mDv=-Dmv, nebo Dv/v, =-DnVm. V diferencidnim tvaru

dv _ dm

m

Integraci dostaneme

g.

Mp-m

V= -y n P =y,In

Mo - Mp .
(Ciolkovského rovnice).

Newtonova mechanika zaloZzena na axiomech Al, A2, A3 se rozvijela dalSich 200
let. Teprve A. Einstein r. 1915 ukazal, Ze jen aproximuje dusledky jeho obecné teorie
relativity.

Pro dokresleni Isaaca Newtona jako historické postavy néasleduji dva vytahy z citéti
v knize[1].

JOACHIM FLECKENSTEIN: Naturwissenschaft und Politik..., MUnchen 1965, s. 86

Newtonovy alchymistické rukopisy by naplnily asi 30-40% sebranych spisi. To je snad
diivod, proc¢ se Royal Society dodnes nerozhodla vydat “ Collected Works of Sr Isaac Newton® .
AZ donedavna se vérilo, Ze Royal Society ma zabrany vydat sebrané spisy znaciondlnich
prestiznich diivodii. Newtonuiv charakter by ztoho tezko vy3el bez poskvrny. Poznalo by se, Ze
Newton hral v prioritnim sporu s Leibnizem potmeSilou, Zlomysinou a smrtelné trapnou roli. Ale
edice musi ukézat vSechno. Tak by se musely publikovat i prikazy, které Newton daval svym
spoluzakladatel:im Royal Society, aby v pozadi jednali proti Leibnizovi.

ANDRE MAUROIS: Zivot Voltairsiv, Praha 1933

V roce 1727 videél Voltaire Newtoniv pohieb a byl prekvapen velkolepymi poctami, jichz se
dostalo geniu vedy. Télo prredtim vystavené za svitu pochodni bylo neseno do Westminster ského
opatstvi ledovano ohromnym przvodem, v nemz byli kancl&*a minist7i. ..

Pozdéji Voltaire trochu vystrizivel ze svého nadSeni, kdyz prohlasil: “ Za svého mladi jsem
si myslel, Zze Newton dosahl Uspechu vhradne svymi zasdluhami. Piedstavoval jsem si, Ze dviir a
mesto Londyn ho s jasotem jmenovaly velmistrem krélovské mincovny. Ale viibec to tak nebylo.
Isaac Newton mel roztomilou nete pani Conduitovou, ktera se libila Halifaxovi, ministru
financi. Bez hezké netere by nemel zhola nic ani ze své gravitace ani ze svych vypocti
s nekoneché malymi veli¢inami.”

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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- Problém minima (maxima) realné funkce

U diferencovatelnych funkci jedné promeénné hledani minima vyiesil uz P. Fermat.
Snadno se dokéze, ze je-li f°(x) > 0, je funkce f v bodé x rostouci a jeli f'(x) <0, je
funkce f v bodé x klesgjici [7]. Mé&li mit funkce v bodé x extrém (maximum nebo
minimum), musi byt nutné f~ (x) = 0. Bod, v némz f”(x)=0 je stacionédrnim bodem
funkce f. Hledani stacionérnich boda hladké funkce je tak pievedeno na reSeni rovnice
f'(x)=0.

Hledani maximafunkce f je ztgime ekvivalentni hledani minima funkce (- ).

MuaZeme se setkat také sfunkcemi, u nichz je vypocet funkénich hodnot velmi
slozity, napi. se pocitaji numericky jako integrdly nebo feSeni komplikovanych rovnic, a
jelich derivace se nedgji dost dobie zadat analyticky. Pak je nutno pouZzit numerickych
metod a derivaci nahradit podilem diferenci s malym piirastkem h argumentu x, napt. u
oboustranné derivace podilem symetrickych diferenci
f(x+h)- f(x- h)

£
(x) » o

-20

Grafy funkce f(X) = (x-3)? + 4(1 + sin 3x) ajeji derivace.

Pokud funkce nebude mit v uvazovaném intervalu v3ude derivaci, nelze tohoto
postupu globané pouzit (Ize jim hledat nejvys lokani extrémy).

Takova je funkce na dalSim obrazku. V nékolika bodech znazornéného intervalu ma
body zlomu, v nichZz je derivace zleva jina nez derivace zprava a derivace tedy

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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neexistuje. V nekolika dalSich bodech je nespojita a v nich by limita délené diference
bylat¥.

20
15
f

10 4

| [

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 1 2 3 X 4 5 6 7

i 2 (x- a)? N 2
i 5+ (x- @) - 3|cos > pro  xI [0,25),

:
i 5+ (x- a)2- 3|cos (3(x- a)? ro x1 [22,5),
Graf funkcef(x)=:' (x-2) ‘ & ))‘ P (259
i 1+ (x- @)

3 R apro a=In(50.5).
- 3cos (x- a) pro xI [5,5%),

(x-a)° el
cos ~— pro xI [55,7]

! 2
i 5+(x-a)°-3
i

| vtomto piipadé je vSak z grafu f ziggmé, Ze minimum f je v bodé x = 5. | kdyz
popis funkce f vypada dozit¢, da se v tomto pripadé vypocet funkenich hodnot snadno
realizovat na pocitaci (trebav EXCELuU nebo né&jakém programovacim jazyku).

Je pak pochopitelné, Ze pri hledani minima nezndmé dozité funkce se preferuji
metody, které pracuji jen s hodnotami funkce. Tém se takeé rika p/imeé metody.

Minimum Ize vSak hledat jen u reanych funkci zpravidla v metrickych prostorech na
mnoZzinéch, které vzniknou “slepenim* kompaktnich mnozin kladné miry, na nichz je
dana funkce spojita

Jako opacny piiklad definujme funkci

f(x) = X2 + i sign(x-1/p)i .
Cleni sign(x-1/p)i se anulujejen v izolovaném bodg x = 1/p, takze
min {f(x): xI [0, 1]} =f(1/p) = 1/p>.
Cidlo 1/p jeiraciondni. Pogitas viak pracuje jen s raciondnimi ¢isly avzdy by vydo
min {f(x): Xi [0, 1]} = min{x*+1:xI [0, 1]} = 1.

Mozna trochu zajimavejsi je funkce g(x, y) = T Sign(C+y—2)i + X2+ y*—x —y, ktera
predstavuje rotasni paraboloid  z(x, y) = x* + y* + 1 roziiznuty podé kruZznice
X%+ y*= 2. Uvnitt kruznice leZi 1ok ni minimum 21, 1)=1, deabsolutni minimum
V2 V2y-q1_¢p,

jenakruznici z(~5, 5

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Pfi numerickém hledani minima je vzdy zadana poZadovana presnost e€>0
(tolerance) vypocétu bud’ u funkce nebo u nezdvise proménnych. Ve druhém piipadé
pak sta¢i dostat se do e—okoli skutecného minima. V predchozim piipadé by kruznice
(mnoZina s nulovou ploSnou mirou) piedla do mezikruzi s kladnou plosnou mirou.

U funkci spojitych po ¢éstech Ize hledani minima realizovat na pocitaci bud’to
prohledavanim konecné tzv. e-sité pokryvgjici danou oblast Q nebo pouzit nahodné
generovéni bodt. V uzlech nebo stiedech mnoZin e-sité nebo v ndhodnych bodech se
pocitaji funkeni hodnoty ajejich postupnym porovnavanim se najde minimum.

K raciondnimu prohledavani Q je v3ak vyhodné pouzit vyvojovych mechanismi
uplatiyjicich sev Zivé prirodé (genetice).

Geneticky algoritmus.

Nejprve se vygeneruje z&kladni populace P sloZzena z nevelkého poctu p ndhodnych
bodi (jedinci) t¢ P = {t“: k=1, ..., p}, napf. p = 200. Populace P se v dal&ich krocich
vyviji dvéma mechanismy pievzatymi z genetiky.

Krizeni. Ndhodn¢ se vyberou dva prvky (rodi¢e) tY, t¥1 P a generuje se posloupnost

nahodnych ¢isel {ri: LEr,£m,i =1, ..., n}. Prvky t", t' se obarozdgli stejng podle {r; }

avzniklé ¢asti se kiizoveé zkombinuji tak, Ze k prvni ¢ésti t" se prida druha ¢ést prvku t"

ak prvni ¢asti t¥ se prida druha gést t. Tak vzniknou dva nové prvky (potomci):
V=t A2, Y=t A

Nazorn¢ to predvadi nasledujici schéma pro hodnoty n = 3, m = 12 a posloupnost
{ri} ={8,2 5}.

1. rodi¢ t" 2. rodi¢ t"
1]Jol1]Joflola]1]Ja]o]o]o 1]ojJol1]o]lo]Jo]ajJa]a]o]1
1|1|1|o|011'1000 00|1|1|o|000'111
1JoJoJolalzlol1]lol1]s ol1JolzxJollzlolzlola]o

1. potomek t* l 2. potomek ™
1 o|1|o|o|1|1|!1 101 1 0|o|1|0|o|0|1|!1

1ffaf1]ofolofola]la1]1]o0 oJoffz2]12]ofJofa1]1]1

1
11|O O|O|I1010101 0101|0|I1101

Mutace. U ndhodné vybraného jedince til P, 1 £ k £ p, se jeho néhodné vybrané prvky
zméni na opacné. Pro demonstraci vezméme prvniho potomka z prikladu kiizeni a
zmeénu provedeme se stejnou posloupnosti {r;} . Odpovidajici mutace vypada takto:

jedinec t* mutant t“"
of1]of1]o]oO 1!|i"1 1]o]1 o|l1]lo]1]o]o 1!|i"1 1]l0]1
| 1[2]{z|2]ojofofo]z[1]1]0 _1E|1100001110
1[1]o o|T|1010101 tl1]ojoffefjr|ofrfo]1]o]1

Pocet mutaci volime mnohem mensi nez pocet kiizeni (tieba 10krét nebo 20krat).

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Mutace slouzi ke zvétSeni variability populace P a predchazi prilis brzké lokalizaci
(homogenizaci) populace.

Vyvoj populace. Pro vybér jedinci do populace, jgiz rozsah p zistdva pevny, se pouziva
vhodn¢ zvolené Gcelové funkce. Pri hledani minima funkce f(x) to mtze byt piimo
funke&ni hodnota. V dosavadni populaci se vybere kandidét t" na vylougenti, pro ngjz
f(x(t") = max { f(x(t) : k=1, ..., p}.
Novy prvek t® vznikly kiizenim nebo mutaci se porovnast". Je-li
f(x(t%) < fFx("),

zaradi se t® do populace P misto t". Timto vybérovym procesem se kvalita populace
postupné zvysuje.

Je zigimé, Ze bod x(t°) nikdy neopusti piivodné zvoleny interval Q. To je velmi cenné
a zajist'uje genetickému algoritmu zna¢nou davku robustnosti (stability).

Popsany evolucni proces je nekonecny a musi se néjak zaridit jeho preruSeni, napr.
po zadaném poctu vyvojovych kroki, po spinéni vhodné podminky nebo prosté ruc¢né
z klavesnice pocitace.

Priklad. ReSme soustavu rovnic
X+ +Z-1=xX -y +Z=x+y+z=0.
v krychli [-1, 1] x [-1, 1] x [-1, 1]. UZ jsme s iekli, Ze feSeni (x, v, 2)" I1ze hledat jako
minimum funkce
F(X, Y, 2) = ¢ + Y + 22 — 1Yo+ Vol — P + Vot YK + Yy +2V2
Vysledky péti pokusi o nalezeni kotenového vektoru (x, y, z)' popsanym genetickym
algoritmem jsou uvedeny v tabulce 8.19.

pokus 1 2 3 4 5
X 0.70691 0.00049 0.00018 -0.00006 -0.00049
y -0.70721 -0.70703 0.70697 -0.70715 -0.70703
z 0.00055 0.70715 -0.70734 0.70691 0.70740
Fx,y, 2 0.00080 0.00082 0.00083 0.00066 0.00094
pracnost, H 2834 a7 1526 1567 1454

Pét pokusii 0 7eSeni soustavy rovnic X2 + y?+ Z—1= X*—y?+ 2= x + y + z= 0 genetickym algoritmem
(H = Horner = vypocet funkéni hodnoty).

Obrovskou vyhodou genetického agoritmu je jeho robustnost, univerzdnost a
schopnost ngjit feSeni nebo aspon kvalitni odhady reSeni velmi slozitych uloh, u nichz
jiné metody selhavaji. Geneticky algoritmus napi. umoZziuje snadné nalezeni parametra
regresnich funkci nebo parametri rozdéleni ndhodnych veli¢in a opakovanim vypocta
uréit i intervaly spolehlivosti parametri. A je Uplné jedno, zda parametry v ni vystupuji
line&rné nebo nelinedrné. Jen je tieba Ulohu prevést na vhodnou minimalizacni ulohu.

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Aplikace u distribuci nahodnych velicin
V obecném popisu déju rozliSujeme dvé situace:

0] Pii stegjnych podminkéach je vysledek déje nebo procesu vzdy stejny, takze
vysledek je podminkami uréen jednoznatné. Takovy dg& nazyvame
deterministicky.

Priklady.

N Zménadréhy pifmocarého pohybu vyvolana konstantnim zrychlenim a je s(t) = at%/2.

N Vklad Q(0) v bance pii konstantni Urokové mite p procent za rok poroste v ro¢nich
intervalech podle vztahu Q(n) = Q(0) (1 + p/100)", tj. jako geometricka posloupnost
skvocientem (1 + p/100).

(i) Pii stejnych podminkéach neni vysledek vzdy steiny. Zavisi tedy na dalSich,
neznamych faktorech. Pokud se pfi zméné podminek objevi systemati¢nost,
trend, miZze to pomoci nezndmé faktory objevit. Jestlize tomu tak neni,
zastavaji vysledky neovlivnitelné, jsou nahodné cili stochastické. Stochasticky
déj muzeme definovat formané jako negaci déje deterministického.

Priklady.

N Hod hraci kostkou realizuje zobrazeni hodu (tieba poradi hodu) do mnoziny poétu puntiki
nasténé kostky {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

N Vklad Q(0) v bance pii ndhodné proménné drokoveé sazbé p(n) v n-tém roce bude nahodny a

bude se ménit podle vztahu
Q(n) = Q(0) (1 + p(1)/200) (1 + p(2)/100) ... (1 + p(n)/100).

Je ziggmé, Ze definice deterministického déje Uzce souvisi sdefinici funkce ¢i
obecnéji zobrazeni, jak je zname z matematiky.

Nahodné dgje tvoii predmét studia teorie pravdépodobnosti. Podnéty ke vzniku teorie
pravdépodobnosti dalo analytické uvaZzovani o moznostech vyhry v hazardnich hréch. Historicky prvni
knihu o pravdépodobnosti napsal G. Cardano (1501-1576). Stejnou motivaci méli také francouzsti
zakladatelé teorie pravdépodobnosti v dneSnim slova smyslu, Pierre de Fermat (1601-1665) a Blaise
Pascal (1623-1662). Po formulovani infinitesméniho po¢tu se jeho metody prenesly na zkoumani
spojitych ndhodnych veli¢in. Teorie pravdépodobnosti se rozsitila pracemi slavnych matematikd, jako
byli v 19. stoleti napt. Laplace, Poisson, Cauchy, Gauss, Ceby3ev . ave 20. stoleti Borel, Wiener, Lévy,
Ljapunov, Markov, Chinc¢in, Kolmogorov & .. | teorie her je dnes samostatna matematicka disciplina,
kterou na modernich z&kladech vybudovali von Neumann a Morgenstern a kterd se da pouZit k feSeni
problému antagoni stické optimalizace jako “ spravedlivé hry* [8].

Déleni déju na deterministické a stochastické neni ani zdaleka bez problému. To, co
se pii meteni s malou piresnosti jevi jako deterministické, muze byt pii vysoké piesnosti
stochastickeé.

Také ryze deterministické objekty se za jistych podminek mohou zagit chovat
nahodng, nepredvidatelné. Pro takové objekty se ujal ndzev podivné atraktory (strange
attractors).

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Jako konkrétni priklad mizeme uveést pocatecni ulohu pro Duffingovu diferencidni
rovnici (popisujici nelinearni osciléator), u niZ se jen nepatrné zméni jediny parametr a:
X (t)+ 0.2 X (t) + x(t) p4(t) —a] =0.25cost, x(0)=1,X(0)=0 Q)

®
%

ool
n

©
N

&)

S | la=0.98 Zn
NN 7 20\

%

7 N
// RN
\
\\‘\
\\\;
Y

—

————

///7//;///[_?‘\
%\ 7
\\\\§ )

S

\ \‘ <> LT 4 Z
AN >IN 04 NN
WTQ\‘?@V = N /
\ Nerrr "/,
= SSS——

Fazové trajektorie Duffingova podivného atraktoru proa=1, a= 0.98.

(¢&ka nad x znaci derivaci podle t). Rovnice (1) ma ve fazové roviné (0xX") pro
a = 1.00 limitni cyklus a fazova trgjektorie k nému dobéhne dost rychle. Pii zméné a jen
0 2%, na a = 0.98, tendence k zacykleni zmizi. Fazova trgektorie se chova
nepiedvidatelng, chaoticky, a postupné vyplni ur¢itou plochu.

Podivné atraktory nejsou jen néjakou akademickou zaeZitosti. Prvni podivny atraktor byl publikovan
r. 1963 jako model proudéni atmosféry (Edward Lorenz) a vysvétluje ndhodny, tj. do urcité miry
nepredvidatelny, charakter pogasi. Ukazuje se také, Ze slune¢ni soustava neni ten podivuhodné piesny a

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.



17

PROBLEM MINIMA (MAXIMA) REALNE FUNKCE

neménny hodinovy stroj, za ktery byla do konce 19. stoleti povaZovana, ale je v podstaté rovnéz
podivhym atraktorem. V diouhém c¢asovém rozpéti asi piestane platit Gaussiv vzorec pro vypocet
velikonoc (patrné odvozeny na zékladé kongruenci mezi obéznymi dobami Mésice kolem Zemé a
systému Zemg/Mésic kolem Slunce v ¢asovém referencnim ramci gregorianského kalendéaie).

Uddlosti v rediném svété jsou smesici deterministickych a stochastickych dgja. U
nékterych previddad deterministicky charakter a u jinych naopak stochasticky.
Stochasti¢nost se v3ak jevi jako mnohem univerzanéjsi a provazi nés na kazdém kroku.
Je ziggma na vyvoji lidské nebo populace jakéhokoli biologického druhu, rozpadu
radioaktivnich prvka, vyvoji ekonomiky a finanénictvi, sménnych kurzech, trzbach,
investicich, na priabézich a vysledcich technologickych operaci, chemickych reakci, na
piesnych dobéch odlett leteckych spoji, hustoté dopravy na vymezeném Useku silnice,
kvalité vyrobki, pevnosti materiall, délce Zivota vyrobku nebo Zivocichi atd.

Zatim jsme mluvili jen o generovéni ndhodnych ¢isel nebo generovéni ndhodné
veli¢iny z n&jakého intervalu. O teorii pravdépodobnosti a statistice existuje spousta
literatury a vice zakladnich informaci |ze ziskat také na strankach [7], ze skripta[8] atd.

Tahova pevnost materiali jako ndhodna velicina

U vSech redlnych materidli se da pozorovat jen konetna pevnost jako dasledek
molekularni nebo atomové struktury a konecnosti piisludnych pritazlivych (vazebnich)
sil. V&echny technické materidly jsou z mikroskopického hlediska jen smési riznych
molekul ¢i atomi. To znemoznuje, aby jeich stavebni ¢astice zaujaly ten idedni stav,
ktery by minimalizoval energii jejich systému, jak tomu je v ¢istych materidech, které
v dusledku homogenity a vnitinich vazeb maji v tuhém stavu mnohem vySSi pevnost
nez bézné technické materidy. Tato idedni pevnost se da povazovat za prirozenou
horni mez pevnosti. Na druhé strang, pevnost nemuze byt zporna. Hodnoty pevnosti
padaji tedy vzdy do kone¢ného intervalu omezeného z dolni strany nulou a z horni
strany neznamou idealni pevnosti. Z ¢ist¢ fyzikdlniho a filosofického hlediska nelze
tedy jako rozdéleni pevnosti pouZzivat rozdéleni pravdépodobnosti sjednostranné nebo
oboustranné neomezenymi defini¢nimi obory, k nimz patii napt. normdni rozdéleni,
gama rozdgleni, ¢, Weibullovo rozdgleni atd.

Bud X ndhodnd pevnost nebo jina proménna zintervalu [Xmin, Xmax] (hodnoty
nadhodné proménné se znaci maymi pismeny). Dolni a horni mez se mohou vzit jako

nezndmé parametry a pomoci nich se da zavést nova proménnat = ﬁ LOEtE L
axX n

Nyni Ize jako hustotu pravdépodobnosti vzit hladkou funkci, kterd se (popt. i se svou
derivaci) anuluje v krajnich bodech 0 a 1, ma maximum mezi 0 a 1 a jgi prubch je
podobny histogramam empirickych ¢etnosti.

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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Nejprirozenéjsi volbou je souc¢in mocnint a (1 —t), tj.
fa(t; a1, @, Xma) = Cp t2(1- )22
(nedplné beta rozdéleni [7-10], krétce B-rozdeleni).
Zde a;, a, jsou parametry, a;, a; > 0, a konstanta Cg se vypocte numericky pomoci
funkci B (betad) nebo G(gama) (Eulerovy integrdy 1. a2. druhu [7-11])
1 1 _ Qg tapt+2)

cor TBatLa+D)  Glay +)G@ag +D) |

1
FgA@- t)%dt
0

DalSimi parametry jSOU 8z = Xmin, 84 = Xmax- 1 ransformaci [Xmin, Xmax] ¥4 Ya4® [0, 1]

se predchézi selhani vypocéta v dusledku piekroceni strojového rozsahu cisel pii
vypoétech mocnin s velkymi exponenty.

Statisticka primérenost zvolené teoretické distribuce k dané sadé empirickych
cetnosti se da overovat raiznymi testy dobré shody. Velmi ndzorny a casto pouzivany je
c? test [7-10]. D& se struéng popsat takto.

Interval  [Xmin, Xmax] S€ rozdéli na K zdola uzavienych intervalli 1 £ X < X,
Xmin = Xo < X1 < ... < Xk1 < Xk = Xmax. EMpirickou ¢etnost vyskytu X v k-tém intervalu
(tiid€) oznatme ny. Bud’ n = Sny rozsah vybéru a py pravdépodobnost piifazena k-té
tiide zvolenou distribuéni funkci F s obecné A nezndmymi parametry ay, ..., aa,

X
F(x; a, ..., aa) = Q f(s ay, ..., an) ds
0

tj.
Xk
Pk = (‘) f(s; a, ..., aa) ds.
Xk-1
Test c? spociva ve srovnani veliciny X? sestavené z vypoctenych &etnosti npx a
empirickych ¢etnosti ny,

K _ 2
Xz(ali ey aA) = é (nk npk) L
k=1 NPk

skritickou hodnotou cg(K -1- A). Zde a znxi hladinu vyznamnosti testu, obvykle

a =0.05aK —1—Ajsou stupné volnosti. Je-li X?/c?3 1, zvolené rozdéleni F se zamita
K zamitnuti hypotézy je tieba najit minimum funkce X?(ay, ..., aa ). K tomu Ize jako
velmi spolehlivou metodu pouZzit geneticky algoritmus.
V definignim oboru X? (prostoru parametrii) se zvoli vhodny kvéadr P jako konvexni
kombinace minima niho a maximalniho odhadu parametri,

F. Koutny: NEWTON A CALCULUS, MINIMALIZACE.
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P={(ay .., an): & =a™ +(a™ —aM")t, 0£t<1, i=1,..., A}.
Zlomkovou ¢ast kazdého t; 1ze reprezentovat posloupnosti 0 a 1 ve dvojkové soustave,
resp. posloupnosti logickych hodnot. Délka této posloupnosti souvisi se zvolenou
presnosti, ¢ili hustotou sité bodi v P. Zvolime-li pocet ¢idlic ve dvojkovém vyjadieni t;
rovny 20, coz odpovida milionu kroki u kazdého parametru, dostaneme napt. pro tii
parametry, A=3, sit tvoienou (2%°)% » 1.18 x 10 body. To je pifli§ mnoho na to,
abychom prochézeli celou sit’ av kazdém jejim bode pocitali X2 Geneticky algoritmus
racionalizuje prochazeni sité.

V kvédru P se nahodnym vybérem t; vygeneruje vychozi pmérné mala populace —
podmnoZzina P, napt. 200 bodu a = (ay, ..., aa). V této populaci se opakované uplatiuji
vy3e popsané mechanismy prevzaté z genetiky: kiiZzeni a mutace. VSechny body piitom
stdle ztistéavaji v kvadru P.

Vyvoj populace se da kdykoli zastavit z klavesnice nebo se prerusi automaticky po
splnéni n&jaké zadané podminky.

Normalni rozdéleni je jednodussi, predstavuje limitni piipad binomického rozdéleni,
da se fyzikdiné modelovat napr. Galtonovou deskou nebo jegji pocitacovou anaogii ve
form¢ nahodné prochéazky [8]. ProtoZe u normaniho rozdéleni je Xmin = — ¥, Xmax = + ¥,
redukuj e se pocet nezndmych parametri na 2.

Zde uvedené B-rozdéleni je jen jednou z moznosti volby. Dalsi, stgjné Uspésna
rozdéleni jsou uvedenav [7, 9].

Nasledujici obrazky ilustruji efektivnost vyloZzeného postupu. Ackoli maly rozsah
soubort pevnosti drétt (n = 120) sniZuje prikaznost piislusnych testa dobré shody,
schopnost navrzeného rozdéleni (1) aproximovat redlné cetnosti je jasné videt.

25

20 -

L mDrat W1

OVypocet 1
OVypocet 2
101 O Vypocet 3

1200 1210 1220 1230 1240 1250 1260 1270 1280 1290 1300 1310

15

Cetnost

Pevnost, N

Cetnosti u pevnosti dratu W1 a vysledky 3 simulaci odpovidajiciho B-rozdéleni (4 parametry).
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PROBLEM MINIMA (MAXIMA) REALNE FUNKCE
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Pevnost, MPa

Cetnosti pevnosti pryZe R3 ve srovnani s vysledky simulace prisludného B-rozdéleni
(3 parametry, Xqin =0).
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Cetnosti pevnosti kordu C2 ve srovnani s vysledky simulace prisludného B-rozdéleni (3 parametry).

Podobna distribuce vySlataké u pevnosti nylonového rybérského vlasce.
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Distribuce pevnosti nylonového rybasského viasce (4 parametry).
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PROBLEM MINIMA (MAXIMA) REALNE FUNKCE

Predvedené zobecnéné B-rozdéleni je dost obecné a v rednych problémech se da
pouzivat misto normaniho rozdéleni. Normani rozdéleni ma v3sak jednoduché
prirozené akceptovatelné matematické pozadi (binomické rozdéleni). Behem staleti se
vZilo natolik, Ze jeho platnost se zpravidla piredpoklada automaticky, bez jakéhokoli
oveérovéani. Tak se napi. bézné uréuji regulacni meze automatizované vyroby nebo se
hodnoti experimenty. Pri stanoveni pevnosti materidu se trha nékolik zkuSebnich téles,
pevnost kordu pro pneumatiky se stanovuje tieba z 10-20 korda a u tak malého vybéru
se muze zjistit jen vybérovy pramér a smérodatna odchylka. Podobné tomu muze byt
tieba pii hodnoceni prospéchu zaku ve t¥idé apod. Kdyz se ale hodnoti statistické
vybéry o rozsahu nékolika set nebo tisic, muze skutecna distribuce vyjit hodné odlisna
od apriorniho piedpokladu normality.

Adekvétnost B-rozdéleni 1ze ukézat napi. na denni spotiebé vody v domécnosti,
platbach za nakupy v jednom obchodé, na obvodech kment stromu vysézenych ve
stgjnou dobu. V téchto piikladech testy dobré shody prokazaly neadekvatnost
normaniho rozdéleni. B-rozdéleni se osvédcilo také pii popisu meétreni uniformity
pneumatik a jisté¢ je pouZitelné pro fadu dalSich ndhodnych velicin z ekonomicke i
technol ogické praxe.

Nasledujici graf ukazuje, Ze také poetické prirovnani smrti k pretrZzeni niti Zivota je
do znatné miry podloZeno statistickou podobnosti.
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Déka Zivota muzi (M) a Zen (F) (data ze Zivota farnosti 1999-2006, Zlin) a aproximace B-rozdelenim.
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Mnoho dalSich informaci a pop/. dalSi portréty Newtona lze samozgime ziskat
vyhledavacimi programy na internetu po zadani p7islusného pojmu nebo jména.
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